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Obras y Proyectos es una revista de Ingeniería Civil cuya misión es divulgar, promover e incentivar la investigación, 
aportando al intercambio del conocimiento entre los profesionales del área de la Ingeniería Civil. Para ello se 
�F�R�Q�V�L�G�H�U�D�Q���W�U�D�E�D�M�R�V���R�U�L�J�L�Q�D�O�H�V���G�H���F�D�U�i�F�W�H�U���F�L�H�Q�W�t�¿�F�R�����D�G�H�P�i�V���G�H���Q�R�W�D�V���W�p�F�Q�L�F�D�V���S�U�L�Q�F�L�S�D�O�P�H�Q�W�H���R�U�L�H�Q�W�D�G�D�V���D���H�[�S�R�Q�H�U��
�\�� �G�L�V�F�X�W�L�U�� �U�H�O�H�Y�D�Q�W�H�V�� �R�E�U�D�V�� �\�� �S�U�R�\�H�F�W�R�V���� �7�D�P�E�L�p�Q�� �V�H�� �S�U�H�V�H�Q�W�D�Q�� �W�U�D�E�D�M�R�V�� �W�p�F�Q�L�F�R�V�� �T�X�H�� �H�[�S�R�Q�J�D�Q�� �L�Q�Q�R�Y�D�F�L�R�Q�H�V�� �\��
aplicaciones utilizadas principalmente por empresas y consultoras relacionadas con la Ingeniería Civil. De esta 
manera se desarrollan los temas clásicos de la Ingeniería Civil, como son: Estructuras, Hidráulica, Geotecnia, 
Transporte y Construcción. Además otros temas relacionados y aplicados a la Ingeniería Civil son considerados, 
tales como Energía, Ambiente, Geología, Minería, Informática y Tecnología. De esta forma Obras y Proyectos 
�E�X�V�F�D���O�D���S�D�U�W�L�F�L�S�D�F�L�y�Q���G�H���X�Q���J�U�X�S�R���D�P�S�O�L�R���T�X�H���D�E�D�U�F�D���G�H�V�G�H���H�O���P�X�Q�G�R���X�Q�L�Y�H�U�V�L�W�D�U�L�R�����R�U�J�D�Q�L�V�P�R�V���S�~�E�O�L�F�R�V���\���H�O���P�X�Q�G�R��
empresarial.
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Deni Herrera
�&�R�Q�V�W�U�X�F�W�R�U�D���(�O���6�D�X�F�H�����$�Y�����*�H�Q�H�U�D�O���%�R�U�J�R�x�R�������������R�¿�F�L�Q�D�������������$�Q�W�R�I�D�J�D�V�W�D�����&�K�L�O�H�����G�K�H�U�U�H�U�D�#�H�O�V�D�X�F�H���F�O

�'�H�Y�H�O�R�S�P�H�Q�W���R�I���D���Q�X�P�H�U�L�F�D�O���W�R�R�O���I�R�U���W�K�H���D�Q�D�O�\�V�L�V���R�I���U�H�L�Q�I�R�U�F�H�G���F�R�Q�F�U�H�W�H���V�O�D�E�V���X�Q�G�H�U���V�H�L�V�P�L�F��
vertical accelerations

Durante el terremoto en el centro sur de Chile del 27 de febrero 
del 2010 muchas estructuras fueron solicitadas fuertemente 
debido a aceleraciones horizontales considerables, sin embargo, 
la componente vertical de aceleración también fue importante. 
Esta característica ha motivado este trabajo, donde se estudia el 
efecto que produce la componente vertical de aceleración sobre 
losas de hormigón armado, teniendo en cuenta que la aceleración 
se aplica sobre el borde de la losa. La metodología utilizada 
contempló la elaboración de un programa computacional 
escrito en lenguaje MATLAB. Este programa utiliza el MEF y 
permite calcular tanto las tensiones como deformaciones en la 
losa. Inicialmente se realizó un análisis estático consistente en 
obtener las distribuciones de tensiones que genera una carga 
estática uniformemente distribuida de acuerdo a la norma NCh 
1537.Of86. Luego, se realizó un análisis sísmico consistente en 
obtener las envolventes de tensiones que genera la aplicación 
del registro vertical de aceleraciones de San Pedro de la Paz 
del terremoto del 27/02/2010. Se presenta el contexto teórico, la 
formulación del MEF y la validación numérica de los resultados. 
Posteriormente se analizan 2 losas de distinta geometría con 
el propósito de obtener las distribuciones de tensiones para el 
caso estático y envolventes de tensiones para el caso sísmico; 
al igual que las frecuencias y periodos naturales de cada losa. 
Los resultados revelan que las tensiones inducidas por las cargas 
estáticas son mayores a las inducidas por las cargas sísmicas 
para la losa con un periodo fundamental de 0.031 s. Mientras 
que para la losa con un periodo fundamental de 0.104 s resultó 
lo contrario.

Palabras clave: aceleraciones verticales, elementos finitos MZC 
y DKT, losas de hormigón armado, placas, discretización

During the Chile Centre-South 27th February 2010 earthquake, 
many structures were strongly shaken due to considerable 
horizontal accelerations; however, the vertical acceleration 
component was important too. This feature has motivated this 
work, where the vertical acceleration component effect on 
reinforced concrete slabs is studied, when this acceleration acts 
on the slab edges. The methodology contemplated a computer 
software written in MATLAB code. This program uses the FEM 
and allows the calculation of stresses and strains in the slab. 
Initially a static analysis was carried out, which consisted of 
calculating the stress distributions generated by a uniformly 
distributed static load according to the norm NCh 1537Of.86. 
Subsequently, the seismic analysis consisted of obtaining the 
stress envelopes caused by the vertical acceleration recording 
of San Pedro de la Paz for the 27/02/2010 earthquake. The 
theoretical framework, the FEM formulation and the numerical 
validation of the results are presented. Then, two slabs with 
different geometry are analysed with the purpose of estimating 
the stress distributions for the static case and the stress envelopes 
for the seismic case; as well as the natural frequencies and 
periods for each slab. The results reveal that stresses induced 
by the static loads are higher than the induced by the seismic 
loading for the slab with a fundamental period of 0.031 s, whilst 
the contrary resulted for the slab with a fundamental period of 
0.104 s. 

Keywords: vertical accelerations, MZC and DKT finite elements, 
reinforced concrete slabs, plates, discretization

Introducción
�'�H�E�L�G�R���D���O�D���P�D�J�Q�L�W�X�G���P�R�P�H�Q�W�R���G�H�����������G�H�O���W�H�U�U�H�P�R�W�R���T�X�H��
�V�D�F�X�G�L�y���O�D���]�R�Q�D���F�H�Q�W�U�R���V�X�U���G�H���&�K�L�O�H���H�O���������G�H���I�H�E�U�H�U�R���G�H�O���D�x�R��
������������ �P�X�F�K�D�V�� �H�V�W�U�X�F�W�X�U�D�V�� �G�H�� �K�R�U�P�L�J�y�Q�� �D�U�P�D�G�R�� �V�X�I�U�L�H�U�R�Q��
�G�H�I�R�U�P�D�F�L�R�Q�H�V�� �T�X�H�� �V�R�E�U�H�S�D�V�D�U�R�Q�� �H�O�� �O�t�P�L�W�H�� �H�O�i�V�W�L�F�R�� �G�H��

varios de sus elementos estructurales. Deformaciones 
irreversibles se evidenciaron por medio de la aparición de 
�¿�V�X�U�D�V���� �J�U�L�H�W�D�V�� �H�� �L�Q�F�O�X�V�R�� �G�H�V�S�U�H�Q�G�L�P�L�H�Q�W�R�� �G�H�O�� �K�R�U�P�L�J�y�Q��
y falla del acero de refuerzo. Esto condujo a la falla de 
importantes elementos estructurales e incluso el colapso de 
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�D�O�J�X�Q�D�V�� �H�V�W�U�X�F�W�X�U�D�V�� ���%�H�W�D�Q�]�R�� �������������� �(�Q�� �J�H�Q�H�U�D�O�� �O�D�V�� �I�D�O�O�D�V��
más importantes suceden en muros, vigas y columnas 
�G�H�� �K�R�U�P�L�J�y�Q�� �D�U�P�D�G�R���� �H�Q�� �F�D�P�E�L�R�� �H�Q�� �O�D�V�� �O�R�V�D�V�� �O�R�V�� �G�D�x�R�V��
�V�R�Q���P�H�Q�R�U�H�V�����7�D�O���Y�H�]���G�H�E�L�G�R���D���H�V�W�R���O�D�V���O�R�V�D�V���G�H���K�R�U�P�L�J�y�Q��
�D�U�P�D�G�R���V�R�Q���P�H�Q�R�V���H�V�W�X�G�L�D�G�D�V�����6�L�Q���H�P�E�D�U�J�R�����O�D�V���I�R�W�R�V�� �G�H�� �O�D��
�)�L�J�X�U�D�� ���� �P�X�H�V�W�U�D�Q�� �H�M�H�P�S�O�R�V�� �G�H�� �G�D�x�R�V�� �H�Q�� �O�R�V�D�V�� �R�F�X�U�U�L�G�D�V��
�H�Q�� �H�O�� �W�H�U�U�H�P�R�W�R���G�H�O�������������������������� �3�R�U���O�R���W�D�Q�W�R���� �W�D�P�E�L�p�Q���V�H��
�K�D�F�H���Q�H�F�H�V�D�U�L�R���H�V�W�X�G�L�D�U���H�O���F�R�P�S�R�U�W�D�P�L�H�Q�W�R���V�t�V�P�L�F�R���G�H�� �O�D�V��
losas y en particular el efecto de la componente vertical 
�G�H�O���P�R�Y�L�P�L�H�Q�W�R�����H�O���F�X�D�O���H�V���D�~�Q���P�H�Q�R�V���H�V�W�X�G�L�D�G�R��

�)�L�J�X�U�D���������'�D�x�R�V���H�Q���O�R�V�D���D���Q�L�Y�H�O���G�H���H�V�T�X�L�Q�D���G�H���P�X�U�R���D�����H�G�L�¿�F�L�R��
�'�R�Q���0�D�Q�X�H�O���������Q�L�Y�H�O�H�V�����0�D�F�~�O�����,�'�,�(�0���������������\���E�����~�O�W�L�P�R���S�L�V�R��
�G�H�O���H�G�L�¿�F�L�R���3�D�O�H�W���G�H�������Q�L�Y�H�O�H�V�����&�R�Q�F�H�S�F�L�y�Q

�(�O�� �W�H�U�U�H�P�R�W�R�� �G�H�O�� ���������������������� �V�H�� �F�D�U�D�F�W�H�U�L�]�y�� �S�R�U�� �S�U�H�V�H�Q�W�D�U��
altas aceleraciones verticales, alcanzando en algunos 
registros valores muy similares a las aceleraciones 
�K�R�U�L�]�R�Q�W�D�O�H�V�� ���%�D�U�U�L�H�Q�W�R�V�� ������������ �%�R�U�R�V�F�K�H�N��et al���� ��������������
�6�L�Q���H�P�E�D�U�J�R�����O�D���F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���G�H���O�D���D�F�H�O�H�U�D�F�L�y�Q���H�V��
raramente considerada en el diseño sismorresistente de 
�H�G�L�¿�F�L�R�V�� �\�� �P�H�Q�R�V�� �D�~�Q�� �H�Q�� �H�O�� �G�L�V�H�x�R�� �V�L�V�P�R�U�U�H�V�L�V�W�H�Q�W�H�� �G�H��
�O�R�V�D�V���G�H���K�R�U�P�L�J�y�Q���D�U�P�D�G�R��

�(�V�W�R�V���Y�D�O�R�U�H�V���V�L�J�Q�L�¿�F�D�W�L�Y�R�V���G�H���D�F�H�O�H�U�D�F�L�y�Q���Y�H�U�W�L�F�D�O���P�H�U�H�F�H�Q��
�X�Q�� �H�V�W�X�G�L�R�� �H�V�S�H�F�L�D�O�� �U�H�V�S�H�F�W�R�� �D�� �O�D�� �U�H�V�S�X�H�V�W�D�� �T�X�H�� �S�X�H�G�D�Q��
�R�U�L�J�L�Q�D�U�� �H�Q�� �O�D�V�� �V�X�S�H�U�H�V�W�U�X�F�W�X�U�D�V���� �8�Q�R�� �G�H�� �O�R�V�� �R�E�M�H�W�L�Y�R�V�� �G�H��
este trabajo apunta a poder contribuir a las recomendaciones 
dadas por los códigos de diseño sismorresistentes respecto 
a la componente vertical del terremoto de diseño. Por 
�H�M�H�P�S�O�R���� �O�D�� �Q�R�U�P�D�� �&�K�L�O�H�Q�D�� �1�&�K�� �������2�I�������� �O�D�� �F�X�D�O�� �U�L�J�H��
�H�O�� �G�L�V�H�x�R�� �V�L�V�P�R�U�U�H�V�L�V�W�H�Q�W�H�� �G�H�� �H�G�L�¿�F�L�R�V���� �Q�R�� �F�R�Q�V�L�G�H�U�D�� �O�D��
�F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�H�� �Y�H�U�W�L�F�D�O�� �G�H�O�� �W�H�U�U�H�P�R�W�R�� �G�H�� �G�L�V�H�x�R���� �\�D�� �T�X�H��
�V�R�O�R�� �V�H�� �L�Q�G�L�F�D�� �T�X�H�� �O�D�V�� �V�R�O�L�F�L�W�D�F�L�R�Q�H�V�� �V�t�V�P�L�F�D�V�� �U�H�O�H�Y�D�Q�W�H�V��
�S�U�R�Y�L�H�Q�H�Q���G�H���D�F�H�O�H�U�D�F�L�R�Q�H�V���K�R�U�L�]�R�Q�W�D�O�H�V��

Ecuación diferencial de placas
�/�D���H�[�S�U�H�V�L�y�Q���T�X�H���S�H�U�P�L�W�H���H�V�W�L�P�D�U���O�D���G�H�I�R�U�P�D�F�L�y�Q���Y�H�U�W�L�F�D�O��
�G�H���X�Q�D���S�O�D�F�D���\���T�X�H���S�X�H�G�H���V�H�U���X�V�D�G�D���S�D�U�D���F�D�O�F�X�O�D�U���O�D���À�H�F�K�D��

�G�H�� �X�Q�D�� �O�R�V�D�� �G�H�� �K�R�U�P�L�J�y�Q�� �D�� �S�D�U�W�L�U�� �G�H�� �O�D�V�� �S�U�R�S�L�H�G�D�G�H�V��
�J�H�R�P�p�W�U�L�F�D�V�� �\�� �U�H�V�L�V�W�H�Q�W�H�V�� �G�H�� �H�V�W�H�� �P�D�W�H�U�L�D�O�� �\�� �O�D�V�� �F�D�U�J�D�V��
�D�S�O�L�F�D�G�D�V���Y�L�H�Q�H���G�D�G�D���S�R�U�����7�L�P�R�V�K�H�Q�N�R�����������������&�K�D�N�U�D�Y�H�U�W�\��
������������

�/�D�� �H�[�S�U�H�V�L�y�Q�� �������� �H�V�� �X�Q�D�� �H�F�X�D�F�L�y�Q�� �G�L�I�H�U�H�Q�F�L�D�O�� �G�H�� �F�X�D�U�W�R��
�R�U�G�H�Q���T�X�H���U�H�O�D�F�L�R�Q�D���O�D���À�H�F�K�D��w con la carga repartida q y 
las propiedades del material. Donde w es el desplazamiento 
�Y�H�U�W�L�F�D�O���R���À�H�F�K�D������ �H�V���O�D���P�D�V�D���S�R�U���X�Q�L�G�D�G���G�H���V�X�S�H�U�¿�F�L�H���\��
q es la carga distribuida sobre la losa. El parámetro

�� �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�� �O�D�� �U�L�J�L�G�H�]�� �À�H�[�X�U�D�O�� �G�H�� �O�D�� �S�O�D�F�D�� �\�� �V�X��
�H�[�S�U�H�V�L�y�Q���H�V�W�i��dada por:

donde E es el módulo de Young o de elasticidad del material, 
ν es la relación de Poisson y t es el espesor de la losa.

�'�L�V�F�U�H�W�L�]�D�F�L�¯�Q���G�H���O�D���O�R�V�D��por medio del MEF
�3�D�U�D���U�H�V�R�O�Y�H�U�����������V�H���K�D���X�W�L�O�L�]�D�G�R���H�O���0�p�W�R�G�R���G�H���O�R�V���(�O�H�P�H�Q�W�R�V��
�)�L�Q�L�W�R�V���0�(�)�����3�D�U�D���H�O�O�R���V�H���K�D�Q���H�V�F�R�J�L�G�R���G�R�V���H�O�H�P�H�Q�W�R�V���H�Q��
�S�D�U�W�L�F�X�O�D�U�����H�O���H�O�H�P�H�Q�W�R���U�H�F�W�D�Q�J�X�O�D�U���0�=�&�������0�H�O�R�V�K������������������
�=�L�H�Q�N�L�H�Y�L�F�]�����\�����&�K�H�X�Q�J�������������������\�����H�O�����H�O�H�P�H�Q�W�R�����W�U�L�D�Q�J�X�O�D�U����
�'�.�7�� ���'�L�V�F�U�H�W�H�� �.�L�U�F�K�K�R�I�I�� �7�U�L�D�Q�J�X�O�D�U���� �Y�H�U�� �%�D�W�R�]��et al. 
���������������/�D���G�L�I�H�U�H�Q�F�L�D���T�X�H���H�[�L�V�W�H���H�Q�W�U�H���H�V�W�R�V���G�R�V���H�O�H�P�H�Q�W�R�V����
�H�V���T�X�H���H�O���H�O�H�P�H�Q�W�R���W�U�L�D�Q�J�X�O�D�U���S�U�R�S�R�U�F�L�R�Q�D���P�i�V���Y�H�U�V�D�W�L�O�L�G�D�G��
�J�H�R�P�p�W�U�L�F�D�� �T�X�H�� �H�O�� �H�O�H�P�H�Q�W�R�� �U�H�F�W�D�Q�J�X�O�D�U���� �S�R�U�� �H�M�H�P�S�O�R��
se pueden realizar mallados con geometrías de losas 
circulares.

�$�O�� �G�L�V�F�U�H�W�L�]�D�U�� �O�D�� �O�R�V�D�� �\�� �D�O�� �D�S�O�L�F�D�U�� �H�O�� �0�(�)�� �V�R�E�U�H�� ���������� �V�H��
obtienen matrices de rigidez y masa, tanto para el elemento 
�0�=�&���F�R�P�R���S�D�U�D���H�O���H�O�H�P�H�Q�W�R���'�.�7�����8�Q�D���Y�H�]���T�X�H���K�D�Q���V�L�G�R��
calculadas las matrices de rigidez y masa tanto para el 
elemento MZC como para el �H�O�H�P�H�Q�W�R���'�.�7�����O�D���H�F�X�D�F�L�y�Q��
�T�X�H���S�H�U�P�L�W�H���H�Q�F�R�Q�W�U�D�U���O�R�V���G�H�V�S�O�D�]�D�P�L�H�Q�W�R�V���G�H���O�D���O�R�V�D���H�V��

�/�D�� �H�[�S�U�H�V�L�y�Q�� �������� �H�V�� �X�Q�D�� �H�F�X�D�F�L�y�Q�� �G�H�� �P�R�Y�L�P�L�H�Q�W�R�� �S�D�U�D��
�V�L�V�W�H�P�D�V�� �G�H�� �P�~�O�W�L�S�O�H�V�� �J�U�D�G�R�V�� �G�H�� �O�L�E�H�U�W�D�G���� �(�V�W�D�� �H�F�X�D�F�L�y�Q��
matricial de movimiento posee la característica de 
involucrar las matrices de masa [M], amortiguación [C] y 
�U�L�J�L�G�H�]���>�.�@���G�H���O�D���O�R�V�D�����&�D�E�H���G�H�V�W�D�F�D�U���T�X�H���O�R�V���F�R�H�¿�F�L�H�Q�W�H�V��
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�T�X�H���F�R�P�S�R�Q�H�Q���O�D���P�D�W�U�L�]�� �G�H���D�P�R�U�W�L�J�X�D�F�L�y�Q���Q�R���S�X�H�G�H�Q���V�H�U��
�R�E�W�H�Q�L�G�R�V���H�[�S�O�t�F�L�W�D�P�H�Q�W�H���� �G�H�E�L�G�R�� �D�� �H�V�W�R�� �V�H�� �L�Q�F�R�U�S�R�U�D�Q�� �H�Q��
�O�D�V�� �H�F�X�D�F�L�R�Q�H�V�� �G�H�� �P�R�Y�L�P�L�H�Q�W�R�� �V�R�O�R�� �D���Q�L�Y�H�O�����P�R�G�D�O�������3�D�]����
�������������� �� �7�D�P�E�L�p�Q�� �� �V�H�� �� �G�H�E�H�� �� �P�H�Q�F�L�R�Q�D�U�� �� �T�X�H�� �� �������� �� �H�V�� �� �X�Q����
�V�L�V�W�H�P�D�����G�H���H�F�X�D�F�L�R�Q�H�V���D�F�R�S�O�D�G�R�����S�R�U���O�R���T�X�H���S�D�U�D���U�H�V�R�O�Y�H�U�O�R��
�V�H�� �K�D�F�H�� �Q�H�F�H�V�D�U�L�R�� �G�H�V�D�F�R�S�O�D�U�O�R�� �D�� �W�U�D�Y�p�V�� �G�H�O�� �0�p�W�R�G�R�� �G�H��
�6�X�S�H�U�S�R�V�L�F�L�y�Q�� �0�R�G�D�O�� ���3�D�]�� �������������� �$�O�� �D�S�O�L�F�D�U�� �H�O�� �0�p�W�R�G�R��
�G�H���6�X�S�H�U�S�R�V�L�F�L�y�Q���0�R�G�D�O���V�R�E�U�H�����������V�H���R�E�W�L�H�Q�H���O�D���V�L�J�X�L�H�Q�W�H��
ecuación modal de movimiento,

�/�D���H�[�S�U�H�V�L�y�Q�����������K�D���V�L�G�R���U�H�V�X�H�O�W�D���S�R�U���H�O���P�p�W�R�G�R���G�H���1�H�Z�P�D�U�N��
���������������� �G�R�Q�G�H�� �H�O�� �O�D�G�R�� �G�H�U�H�F�K�R�� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�H�� �D�O�� �U�H�J�L�V�W�U�R��
�Y�H�U�W�L�F�D�O�� �G�H�� �D�F�H�O�H�U�D�F�L�R�Q�H�V�� �G�H�O�� �W�H�U�U�H�P�R�W�R�� �G�H�O�� ����������������������
�R�E�W�H�Q�L�G�R���H�Q���H�O���&�R�O�H�J�L�R���&�R�Q�F�H�S�F�L�y�Q���G�H���6�D�Q���3�H�G�U�R���G�H���O�D���3�D�]��
���%�D�U�U�L�H�Q�W�R�V��������������

�0�D�W�U�L�]���G�H���U�L�J�L�G�H�]���\���P�D�V�D���G�H�O���H�O�H�P�H�Q�W�R��MZC
�/�D�� �)�L�J�X�U�D�� ���� �P�X�H�V�W�U�D�� �H�O�� �H�O�H�P�H�Q�W�R�� �U�H�F�W�D�Q�J�X�O�D�U�� �G�H�� �F�X�D�W�U�R��
nodos denominado MZC, el cual se basa en la siguiente 
�D�S�U�R�[�L�P�D�F�L�y�Q��
              

�)�L�J�X�U�D�� ������ �(�O�H�P�H�Q�W�R�� �G�H�� �S�O�D�F�D�� �U�H�F�W�D�Q�J�X�O�D�U�� �G�H�� �F�X�D�W�U�R�� �Q�R�G�R�V�� �Q�R��
conforme

�/�D�� �D�S�U�R�[�L�P�D�F�L�y�Q�� �������� �K�D�� �V�L�G�R�� �U�H�V�X�H�O�W�D�� �S�R�U�� �0�H�O�R�V�K�� ��������������
�\�� �=�L�H�Q�N�L�H�Z�L�F�]�� �\�� �&�K�H�X�Q�J�������������������H�Q�W�U�H�J�D�Q�G�R���O�D���V�L�J�X�L�H�Q�W�H��
�H�[�S�U�H�V�L�y�Q���S�D�U�D���O�D���À�H�F�K�D��w,

donde N son las matrices de funciones de forma y a 
es el vector de movimientos del elemento e de un nodo 
i���� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�D�P�H�Q�W�H���� �/�D�V�� �H�[�S�U�H�V�L�R�Q�H�V�� �D�Q�D�O�t�W�L�F�D�V�� �G�H�� �O�D�V��
funciones de forma en coordenadas 
naturales son,

�/�D�� �P�D�W�U�L�]�� �G�H�� �G�H�I�R�U�P�D�F�L�y�Q�� �J�H�Q�H�U�D�O�L�]�D�G�D�� �G�H�� �À�H�[�L�y�Q�� �V�H��
obtiene a partir del vector de  deformaciones generalizadas 
�G�H���À�H�[�L�y�Q���G�H���O�D���V�L�J�X�L�H�Q�W�H���P�D�Q�H�U�D��

 

con

y

�/�D���P�D�W�U�L�]���G�H���U�L�J�L�G�H�]���H�O�H�P�H�Q�W�D�O���Y�L�H�Q�H���G�D�G�D���S�R�U������������������������

donde

2.2. Discretización de la losa
Para resolver la ecuación anterior ha sido utilizado el Método de los Elementos Finitos, para ello se han escogido dos elementos en

particular: el elemento rectangular MZC (Melosh, Zienkievicz y Cheung) y el elemento triangular DKT (Discrete Kirchhoff Triangular).
La diferencia que existe entre estos dos elementos, es que el elemento triangular proporciona más versatilidad geométrica que el elemento
rectangular, es decir, con él se pueden realizar mallados con geometrı́as de losas circulares.

Al discretizar la losa y al aplicar el método de los elementos finitos sobre la ecuación anterior, se obtienen las matrices de rigidez y
masa, tanto para el elemento MZC y DKT.

Una vez que han sido calculadas las matrices de rigidez y masa tanto para el elemento MZC como para el elemento DKT, la ecuación
que se ha utilizado para encontrar los deplazamientos de la losa es la siguiente

[M]{ü} + [C]{u̇} + [K]{u} = −[M]{1}ÿs(t), (3)

la cual es una ecuación de movimiento para sistemas de múltiples grados de libertad. Esta ecuación matricial de movimiento, posee la
caracterı́stica, de involucrar las matrices de masa [M], amortiguación [C] y rigidez [K] de la losa. Cabe destacar que los coeficientes que
componen la matriz de amortiguación no pueden ser obtenidos explı́citamente, debido a esto se incorporan en las ecuaciones de movimiento
solo a nivel modal (ver [1]). También se debe que mencionar, que la ecuación (3) es un sistema de ecuaciones acoplado, por lo que para
resolverlo, se hace necesario desacoplarlo a través del Método de Superposición Modal (ver [1]).

Al aplicar el método de superposición modal sobre la ecuación (3) se obtiene la siguiente ecuación modal de movimiento

g̈i + 2ξiωiġi + ω
2
i gi = ÿs(t) ; i = 1, 2, 3, · · · , n, (4)

La ecuación (4) ha sido resuelta por el Método de Newmark (1965) (ver [8]), ya que en este trabajo en particular, el lado derecho de
esta, corresponde al registro vertical de aceleraciones del terremoto del 27 de Febrero del 2010.

2.3. Matriz de rigidez y masa del elemento MZC
Melosh, Zienkiewicz y Cheung desarrollaron un elemento rectangular de cuatro nodos, el cual se ha denominado MZC, basándose en

la siguiente aproximación

w = α1 + α2 x + α3y + α4 x2 + α5 xy + α6y2 + α7 x3 + α8 x2y + α9 xy2 + α10y3 + α11 x3y + α12 xy3. (5)

y

x

2a

2b ξ = −1

η = −1

ξ = +1

η = 1

ξ

η

ξ =
x−x0

a

η =
y−y0

b

Figura 3: Elemento de placa rectangular de cuatro nodos no conforme

Afortunadamente la aproximación anterior ha sido resuelta por Melosh, Zienkiewicz y Cheung, los cuales obtuvieron la siguiente
aproximación de la flecha

w =
4∑

i=1

[
Niwi + N̄i

(
∂w
∂x

)

i
+ ¯̄Ni

(
∂w
∂y

)

i

]
= Na(e), (6)

donde

N =
[
N1 N2 N3 N4

]
; Ni =

[
Ni N̄i

¯̄Ni

]
, (7)

4
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�H�V���O�D���P�D�W�U�L�]���F�R�Q�V�W�L�W�X�W�L�Y�D���G�H���À�H�[�L�y�Q���S�D�U�D���X�Q���P�D�W�H�U�L�D�O���H�O�i�V�W�L�F�R��
�L�V�y�W�U�R�S�R�����/�D���P�D�W�U�L�]���G�H���P�D�V�D��elemental es,

�/�D�� �H�[�S�U�H�V�L�y�Q�� �G�H�O�� �Y�H�F�W�R�U�� �G�H�� �I�X�H�U�]�D�V�� �Q�R�G�D�O�H�V�� �H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W�H�V������
para una carga q uniformemente distribuida sobre el 
elemento e es:

�/�D�V�� �L�Q�W�H�J�U�D�O�H�V�� ���������� �\�� ���������� �V�H�� �F�D�O�F�X�O�D�Q�� �S�R�U�� �H�O�� �P�p�W�R�G�R�� �G�H��
�L�Q�W�H�J�U�D�F�L�y�Q�� �Q�X�P�p�U�L�F�D�� �G�H�� �*�D�X�V�V�� �S�D�U�D�� �G�R�V�� �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�H�V��
���2�x�D�W�H�����������������R�E�W�H�Q�L�H�Q�G�R���D�V�t���O�D���P�D�W�U�L�]���G�H���U�L�J�L�G�H�]���\���G�H���P�D�V�D��
�H�O�H�P�H�Q�W�D�O�����/�D�V���P�D�W�U�L�F�H�V���H�Q���F�R�R�U�G�H�Q�D�G�D�V���J�O�R�E�D�O�H�V���G�H���U�L�J�L�G�H�]��
�\���G�H���P�D�V�D�����D�O���L�J�X�D�O���T�X�H���H�O���Y�H�F�W�R�U���H�Q���F�R�R�U�G�H�Q�D�G�D�V���J�O�R�E�D�O�H�V��
de fuerzas nodales, se obtienen por medio de un proceso 
�G�H�� �H�Q�V�D�P�E�O�D�M�H�� �D�� �W�U�D�Y�p�V�� �G�H�� �O�R�V�� �Y�H�F�W�R�U�H�V�� �G�H�� �F�R�R�U�G�H�Q�D�G�D�V�� �\��
�F�R�Q�H�F�W�L�Y�L�G�D�G�H�V�� �G�H�� �F�D�G�D�� �H�O�H�P�H�Q�W�R�� �T�X�H�� �F�R�P�S�R�Q�H�� �O�D�� �P�D�O�O�D��
�G�H�� �H�O�H�P�H�Q�W�R�V�� �U�H�F�W�D�Q�J�X�O�D�U�H�V���� �/�R�V�� �H�V�I�X�H�U�]�R�V�� �H�Q�� �O�R�V�� �S�X�Q�W�R�V��
nodales �V�H���F�D�O�F�X�O�D�Q���F�R�Q���O�D���V�L�J�X�L�H�Q�W�H���H�[�S�U�H�V�L�y�Q��

�'�H�E�L�G�R�� �D�� �T�X�H�� �O�D�V�� �W�H�Q�V�L�R�Q�H�V�� �V�H�� �F�D�O�F�X�O�D�Q�� �H�Q�� �O�R�V�� �Q�R�G�R�V�� �G�H��
�F�D�G�D�� �H�O�H�P�H�Q�W�R���� �S�X�H�G�H�� �R�F�X�U�U�L�U�� �T�X�H�� �H�Q�� �Q�R�G�R�V�� �F�R�P�X�Q�H�V��
sus valores varíen considerablemente. Esto se puede 
�V�R�O�X�F�L�R�Q�D�U�� �S�U�R�P�H�G�L�D�Q�G�R�� �O�R�V�� �Y�D�O�R�U�H�V�� �G�H�� �O�D�V�� �W�H�Q�V�L�R�Q�H�V�� �T�X�H��
comparten el mismo nodo, lo cual se denomina alisado 
�G�H�� �W�H�Q�V�L�R�Q�H�V���� �8�Q�D�� �Y�H�]�� �T�X�H�� �V�H�� �K�D�� �U�H�V�X�H�O�W�R�� �������� �\�� �V�H�� �K�D�Q��
�X�W�L�O�L�]�D�G�R�� �������� �\�� �������� �V�H�� �S�X�H�G�H�Q�� �R�E�W�H�Q�H�U�� �O�D�V�� �W�H�Q�V�L�R�Q�H�V�� �H�Q�� �O�D��
�O�R�V�D�� �D�� �W�U�D�Y�p�V�� �G�H�� ������������ �&�D�E�H�� �G�H�V�W�D�F�D�U�� �T�X�H�� �V�H�� �X�W�L�O�L�]�D�� ����������
para el cálculo de tensiones del caso estático y sísmico del 
elemento rectangular.

�0�D�W�U�L�]���G�H���U�L�J�L�G�H�]���\���P�D�V�D���G�H�O���H�O�H�P�H�Q�W�R��DKT
�/�D�� �I�R�U�P�X�O�D�F�L�y�Q�� �G�H�O�� �H�O�H�P�H�Q�W�R�� �'�.�7�� �V�H�� �E�D�V�D�� �H�Q�� �O�D�� �W�H�R�U�t�D��
�G�L�V�F�U�H�W�D�� �G�H�� �.�L�U�F�K�K�R�I�I�� �S�D�U�D�� �S�O�D�F�D�V�� �G�H�O�J�D�G�D�V���� �O�D�� �T�X�H�� �G�D��
�R�U�L�J�H�Q���D�O���H�O�H�P�H�Q�W�R���W�U�L�D�Q�J�X�O�D�U���G�L�V�F�U�H�W�R���G�H���.�L�U�F�K�K�R�I�I�����)�L�J�X�U�D��
�������� �(�O�� �H�O�H�P�H�Q�W�R�� �'�.�7�� �� �K�D�� �G�H�P�R�V�W�U�D�G�R�� �W�H�Q�H�U�� �X�Q�� �H�[�F�H�O�H�Q�W�H��
�F�R�P�S�R�U�W�D�P�L�H�Q�W�R���F�R�Q���U�H�V�S�H�F�W�R���D���V�X���F�R�Q�Y�H�U�J�H�Q�F�L�D�����%�D�W�R�]��et 
al.��������������

Debido a que las tensiones se calculan en los nodos de cada elemento, puede ocurrir que en nodos comunes sus valores varı́en
considerablemente. Esto se puede solucionar promediando los valores de las tensiones que comparten el mismo nodo, lo cual se denomina
alisado de tensiones.

Una vez que se ha resuelto la ecuación (1) y se han utilizado las ecuaciones (3) y (4) se pueden obtener las tensiones sobre la losa a
través de la ecuación (17). Cabe destacar que la ecuación (17) se ha utilizado para el cálculo de tensiones del caso estático y dinámico del
elemento rectangular.

2.4. Matriz de rigidez y masa del elemento DKT
Al igual que la formulación del elemento MZC, el DKT se basa en la Teorı́a discreta de Kirchhoff para placas delgadas, la que da origen

al elemento triangular discreto de Kirchhoff, denominado DKT, el cual ha demostrado tener un excelente comportamiento con respecto a su
convergencia (ver [3]).

θx =
∂w
∂x θy =

∂w
∂y

x

θx

θy

y

z,w

nodo 1

[w1, θx1 , θy1 ]
nodo 2

[w2, θx2 , θy2 ]

nodo 3

[w3, θx3 , θy3 ]

plano medio

t

Figura 4: Definición geométrica del elemento de placa DKT y convenio de signos para desplazamientos y giros.

Para las placas delgadas, la deformación transversal por corte y, por lo tanto su energı́a de deformación Us es despreciable comparado
con la energı́a de deformación por flexión. Teniendo en cuenta lo anterior, la formulación de la matriz de rigidez del elemento DKT se basa
en la siguiente expresión:

U =
1
2

∫
A
εT

f D̂ f ε f dxdy, (18)

donde U es la energı́a de deformación por flexión, A es al área del plano medio del elemento, ε es el vector de deformaciones por flexión y
D̂ f es la matriz constitutiva.

De la ecuación (18) se puede observar que sólo depende del aporte que da la flexión, ya que para placas delgadas el aporte energético
de la deformación por corte transversal es despreciable, además la ecuación (18) contiene solamente las primeras derivadas de θx y θy, por
lo tanto es relativamente fácil establecer funciones de interpolación que satisfagan los requerimientos de compatibilidad, relacionando la
rotación de la normal

(
θx y θy

)
a la superficie media con los desplazamientos transversales w. Este objetivo se alcanza con las siguientes

consideraciones:

a. El elemento triangular debe tener solo 9 grados de libertad, los cuales son el desplazamiento w y los giros θx y θy de los tres nodos
esquineros.

b. Los giros nodales θx y θy deben ser θx = +
∂w
∂x y θy = − ∂w∂y , de modo que se satisfagan las condiciones de borde del elemento.

c. Ya que los modelos de elementos de placas delgadas son gobernados por la teorı́a de Kirchhoff, está se puede aplicar sobre cualquier
punto discreto del elemento.

d. La compatibilidad de los giros θx y θy no debe perderse.

El punto de partida para obtener la matriz de rigidez del elemento de 3 nodos DKT, es el elemento triangular de placa de Reissner-
Mindlin de 6 nodos de la figura 5, sometido a varias condiciones y/o consideraciones (ver [3]).
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�)�L�J�X�U�D�� ������ �'�H�¿�Q�L�F�L�y�Q���J�H�R�P�p�W�U�L�F�D���G�H�O�� �H�O�H�P�H�Q�W�R���G�H�� �S�O�D�F�D�� �'�.�7�� �\��
convenio de signos para desplazamientos y giros

Para placas delgadas la deformación transversal por corte y, 
por lo tanto su energía de deformación Us, es despreciable 
�F�R�P�S�D�U�D�G�R�� �F�R�Q�� �O�D�� �H�Q�H�U�J�t�D�� �G�H�� �G�H�I�R�U�P�D�F�L�y�Q�� �S�R�U�� �À�H�[�L�y�Q��
U. Teniendo en cuenta lo anterior, la formulación de la 
�P�D�W�U�L�]���G�H���U�L�J�L�G�H�]���G�H�O���H�O�H�P�H�Q�W�R���'�.�7���V�H���E�D�V�D���H�Q���O�D���V�L�J�X�L�H�Q�W�H��
�H�[�S�U�H�V�L�y�Q��

donde U�� �H�V�� �O�D�� �H�Q�H�U�J�t�D�� �G�H�� �G�H�I�R�U�P�D�F�L�y�Q�� �S�R�U�� �À�H�[�L�y�Q����A es 
el área del plano medio del elemento, ε

f  es el vector de 
�G�H�I�R�U�P�D�F�L�R�Q�H�V�� �S�R�U�� �À�H�[�L�y�Q�� �\��D̂

f  es la matriz constitutiva. 
�1�R�� �V�H�� �F�R�Q�V�L�G�H�U�D�� �O�D�� �G�H�I�R�U�P�D�F�L�y�Q�� �S�R�U�� �F�R�U�W�H�� �\�D�� �T�X�H�� �S�D�U�D��
�S�O�D�F�D�V�� �G�H�O�J�D�G�D�V�� �H�O�� �D�S�R�U�W�H�� �H�Q�H�U�J�p�W�L�F�R���G�H���� �O�D���� �G�H�I�R�U�P�D�F�L�y�Q����
�S�R�U���� �F�R�U�W�H���� �W�U�D�Q�V�Y�H�U�V�D�O���� �H�V���� �G�H�V�S�U�H�F�L�D�E�O�H������ �$�G�H�P�i�V���� ������������
contiene solamente las primeras derivadas de θ

x y θ
y
, por 

lo tanto es posible establecer funciones de interpolación 
�T�X�H�� �V�D�W�L�V�I�D�J�D�Q�� �O�R�V�� �U�H�T�X�H�U�L�P�L�H�Q�W�R�V�� �G�H�� �F�R�P�S�D�W�L�E�L�O�L�G�D�G����
relacionando la rotación de la normal ��θ

x
, θ

y
�����D���O�D���V�X�S�H�U�¿�F�L�H��

media con los desplazamientos transversales w. Este 
objetivo se alcanza con las siguientes consideraciones:
�D��	�(�O�� �H�O�H�P�H�Q�W�R�� �W�U�L�D�Q�J�X�O�D�U�� �G�H�E�H�� �W�H�Q�H�U�� �V�R�O�R�� ���� �J�U�D�G�R�V�� �G�H��

libertad, los cuales son el desplazamiento w y los giros 
θ

x
 y θ

y
���G�H���O�R�V���W�U�H�V���Q�R�G�R�V���H�V�T�X�L�Q�H�U�R�V��

�E��	�/�R�V���J�L�U�R�V���Q�R�G�D�O�H�V���G�H�E�H�Q���V�H�U��de 
�P�R�G�R���T�X�H���V�H���V�D�W�L�V�I�D�J�D�Q���O�D�V���F�R�Q�G�L�F�L�R�Q�H�V���G�H���E�R�U�G�H���G�H�O��
elemento.

�F��	�<�D���T�X�H���O�R�V���P�R�G�H�O�R�V���G�H���H�O�H�P�H�Q�W�R�V���G�H���S�O�D�F�D�V���G�H�O�J�D�G�D�V��
�V�R�Q�� �J�R�E�H�U�Q�D�G�R�V�� �S�R�U�� �O�D�� �W�H�R�U�t�D�� �G�H�� �.�L�U�F�K�K�R�I�I���� �p�V�W�D�� �V�H��
�S�X�H�G�H�� �D�S�O�L�F�D�U�� �V�R�E�U�H�� �F�X�D�O�T�X�L�H�U�� �S�X�Q�W�R�� �G�L�V�F�U�H�W�R�� �G�H�O��
elemento.

�G��	 �/�D���F�R�P�S�D�W�L�E�L�O�L�G�D�G���G�H���O�R�V���J�L�U�R�V��θ
x
 y θ

y
 no debe perderse.
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